circulos

EL CIRCULO; RELACIONES CIRCULARES

= siguientes términos estan relacionados con el circulo. Aungue algunos de ¢llos ya han sido definidos con anteriori-
se incluyen aqui por conveniencia. :

Un circuio es el conjunto de todos los puntos en un plano que estan a la misma distancia de un punto fijo ilamado
airo. El simbolo para un circulo es ©; para varios ¢irculos es(s)
La circunferencia de un circulo es la distancia alrededor del circulo. Tiene 360°.
Un radio del circulo es un segmento de linea gue une el centro con algdn punto sobre el circulo.
Nota: dado que todos los radios de un circulo determinado tienen la misma longitud, se usara algunas veces la
abra radio para indicar el numero que es “la longitud del radio™.

Un dngulo central es un angulo formado por dos radios.
Un arco es una parte continua de un eirculo. El simbolo para un arco es /. Un semicirculo es un arco que mide
mitad de la circunferencia de un circulo.

Un arco menor es un arco gue es mas pegueno que un semicirculo. Un arco mayor es uno que es mas grande
= un semicirculo.

» = _— —— X
Asi, en |a figura 6-1 el BC es un arco menor y BAC es un arco mayor. Se requieren tres letras para denotar un

‘mayor.
A mﬂ

diametro
G 5 D
A 0 radio ¢
secante
P /
sermicirculo G H
ot langenta

Fig. 6-1 Fig. 6-2

Interceptar un arco implica aislar al arco.
N
Asf en la figura 6-1, L BAC y L_ BOC interceptan a BC.
Una cuerda de un circulo es un segmento de linea que une dos puntos de la circunferencia.

Asi, en la figura 6-2, AB es una cuerda.

Un digmetro de un circulo es una cuerda que pasa a través de su centro. Una secante de un circulo es una linea

.= intercepta al circulo en dos puntos. Una tangente a un circulo es una linea que toca al circulo en uno y solo un
to sin importar qué tanto se extienda la linea. . 45

Asi, en la figura 6-2, CD es un diametro del circulo O, EF es una secante y GH es una tangente al circulo en F.

el punto de contacto o punte de tangencia.
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Un poligono inscrito s un poligono tal que todos sus lades son cuerdas de un circulo. Un circufo circunscrito &
un circulo que pasa por todos los vértices de un poligono.

Asi, en la figura 8-3, los AABD, ABCD y el cuadrilatero ABCD son poligonos inscritos en el circulo O. El circul
O es un circulo circunserito sobre el cuadrilatero ABCD.

Poligorios inscritos
Circulo circunscrita

Fig. 6-3

Un poligono circunscrito es un poligone tal que todos sus lados son tangentes a un circulo. Un circulo inserito e
aquél para el que son langentes todos los lados de un poligona.
Asi, el AABC es un poligono circunscrito del circulo O en la figura 6-4. Ei circulo O es un circulo inscrito en el AABC

C:rcuk)s congéntricos son aquéllos que tienen el mismo centro.

B C

Poligono circunscrito
Circulo inscrito

Fig. 6-4

De este modo, los dos circulos mostrados en la figura 6-5 son circulos concéntricos. AB es una tangente del circuld
interior y es una cuerda, pero del circulo exterior. CD es una secante del circulo interior y una cuerda del exterior.

Circulos concéntricos

Fig. 6-5
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I 7 ol
Dos arcos son congruentes si tienen igual medida en grados e igual longitud. El simbolo mAC denota la ''medida
=co AC.

Principios relativos a los circulos

=0 1: un diametro divide a un ¢irculo en dos partes iguales.
I -
i, el diametro AB divide al circulo O de la figura 6-6 en dos semicirculos iguales, ABC y ADB.

F
C

D
Fig. 6-6
ePi0 2;  si uha cuerda divide a un circulo en dos partes iguales, entonces es un didmetro. (Esto es el converso

ncipio 1.
L

Siel03:  un punlo esté fuera, sobre, o dentro de un circulo siempre que su distancia al centro del mismo sea, res-
‘amente, mayor que, igual a, o menor que el radio.
En la flgura 6-6, F esta fuera del circulo O ya que FO es mayor en longitud que el radio. El punto E esta dentro
circulo puesto que EQ es menor en longitud que un radio. A esta sobre el circulo porque AOQ es un radio.

mciPlo 4: los radios del mismo circule ¢ de circulos congruentes soen congruentes.
Asi, en la figura 6-7, en el circulo O, OA = OC.

iciPlo 5:  los didmetros del mismo circulo o de circulos congruentes son congruentes.
Asi, en el circulo O de la figura 6-7 AB = CD.

Fig. 6-7

NCIFIO B:  en el misma circulo o en circulos congruentes, los angulos centrales congruentes tienen arcos con-
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Asi, en el circulo O de la figura 6-8, si [ 1 =/ 2 entonces AC=CB

Fig. 6-8
PrINGIPIO 7:  en el mismo circulo o en circulos congruentes, los arcos congruentes tienen angulos centrales con-

gruentes.

Asi, en el circulo O de la figura 6-8 si AC = CB entonces [ 1= [ 2.
{Los principios 6 y 7 son conversos entre si.)

PrinciPiO 8:  en el mismo circulo o en cireulos congruentes, ias cuerdas congruentes tienen arcos congruentes.
Asi, en el circulo O de la figura 6-9 si AB = AC entonces AB AC.

PrRINCIPIO 9:  en el mismo cireulo © en circulos congruentes, los arcos congruentes tienen cuerdas congruentes.

Asi, en el circulo O de la figura 6-9 si AB = AC entonces AB = AC.
(Los principios 8 y 9 son conversos entre si.)

s N

0
Fig. 6-9

PrINCIPIO 10:  un didmetro perpendicular a una cuerda bisecta a la cuerda y a sus arcos.
Asi, en el circulo O de la figura 6-10, si CD 1 AB, entonces CD bisecta AB, AB, ACB.

AB

D
Fig. 6-10

La demostracién de este principio se incluye en el capitulo 18.
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wo=w0 11:  un bisector perpendicular de una cuerda pasa por el centro def_c;’rcu!o, s
&= en el circulo O de la figura 6-11, si PD es el bisector perpendicular de AB entonces PD pasa por el centro Q.

R
D
Fig. 6-11

Fig. 6-12

=0 12:  en el mismo circulo o en circulos congruentes, cuerdas congruentes estén a igual distancia del centro.

s en el circulo O de la figura 6-12, si AB = CD, si OF 1, AB y si OF L CD entonces OE = OF.
=10 13:  en el mismo circulo 0 en circulos congruentes, cuerdas que estén a igual distancia del centro son con-

en el circulo O de la figura 6-12 si OE = OF, OE L AB, y OF L CD entonces AB 2 CD.

IBLEMAS RESUELTOS

'PRUEBA SOBRE EL VOCABULARIO ASOCIADO CON LOS CiRCULOS
=n la figura 6-13, asocie un término del lado izquierdo con los nombres del lado derecho:

A £ B
1
(0]
B Aa
D H C
J
Fig. 6-13
(a) O__E 1. radio
by FG 2. angulo central
() FH 3.  semicirculo
(d) cD 4. arco menor
(e ki 5. arco mayor
£y [EBE 6. cuerda
f‘_\ s
) FGH 7. diametro
)} @ 8. secante
{f) L EOF 9. tangente
) Circulo @ alrededor de EFGH 10. poligono inscrito
(k) Circulo O en ABCD 11.  poligono circunscrito

()

(m)

Cuadrilatero EFGH
Cuadrilatero ABCD

circulo inscrito
circulo circunscrito
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Soluciones

5y 12
2 ( 10
13 (m) 11

5.2 APLICACION DE LOS PRINCIPIOS 4 ¥ 5

En la figura 6-14, indique (a) qué tipo de triangulo es OCD; (b) qué tipo de cuadrilatero es ABCD; (¢} en la figurg

GEOMETRIA PLANA

si el cireulo O = circulo @, ;que tipo de cuadrilatero es OAQB?

Soluciones

Los radios o diametros del mismo circulo o de circulos iguales tienen igual longitud.

Fig. 6-14

Fig. 6-15

(a8) Dado que OC = OD, entonces AOCD es isosceles.

(b)  Dado que las diagonales AC y BD tienen la misma longitud y se bisectan entre si, entonces ABCD es usl

rectangulo.

() Dado que los circulos son iguales, OA = AQ = QB = BO, por lo tanto, OAQB es un rombo.

6.3 DEMOSTRACION DE UN PRoBLEMA $OBRE CiRCULOS

Dado: AB = DE
BC = EF
Demuéstrese: [ B= | E

Plan: Demuéstrese que Al = Al

DEMOSTRACION:

Proposiciones

Argumentos

. AB = DE, BC = EF
U Y LY ~
AB 2 DE, BC 2 EF
g P
. ABC = DEF
AC =~ DF
Al = All
[B=(E

CRUISNINN |

I

Da:jo

En un circulo, cuerdas = tienen arcos =,

Si iguales se suman a iguales las sumas son iguales. Definicion de arcos =.

En un circulo, arcos = tienen cuerdas 2.

5.5.8. = 5.5.5.

Las partes correspondientes de 4 congruentes son =
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5.4 DEMOSTRACION DE UN PRoBLEMA DE CIRCULOS FORNMULADO EN PALABRAS
Demuéstrese gue si un radio bisecta a una cuerda entonces es perpendicular a la cuerda.

Soluciones
Dado: circule O

OC bisecta a AB.
Demuestrese: OCL AB

Plan: Demuéstrese que AAOD = ABOD O
Demueéstrese que [ 1 =/ 2
tambien que [ 1y [ 2 A 1/'\2
. ; B
son suplementarios. \i)j
C

 DEMOSTRACION:

Proposiciones Argumentos
1. Dibtjense OA y OB 1. Entre dos puntos cualesquiera puede dibujarse un segmento de
A - linea recta.

2 OA=0B8 oS 2. Los radios de un circulo son congruentes

3. OC bisecta a AB 3. Dado

4. AD = DB 4, Bisectar es dividir en dos partes =

5. 0D = QD 5. Propiedad reflexiva

6. AAOD = ABOD 6. 5.5.8. =2 555

VA i W= 7. Las partes correspondientes de A congruentes son =,

8. [ _1 es suplementario de [_2 8. Los /= adyacentes son suplementarios si los lados externos estan

sobre una linea recta.

8. [ 1y /[ 2son angules rectos. 9. Los angulos suplementarios congruentes, son rectos.
0. OC L AB 10. Los angulos rectos se forman con perpendiculares.

-2 TANGENTES

La longitud de una tangente desde un punto hasta un circulo, es la longitud del segmento de la tangente desde el punto
dado, hasta el punto de tangencia. Asi, en la figura 6-16, PA es la longitud de la tangente desde P hasta el circulo O.

P
A

Fig. 6-16

8.2A  Principios relativos a los tangentes

incipio 1:  una langente es perpendicular al radio trazado hacia el punto de contacio.
- s —
Asi, si AB es tangente al circulo C en P y si se traza OF, entonces AB L OP. (Fig. 6-17)

NCIPIO 2:  una linea es tangente a un circulo si es perpendicular a un radio en ese punfo
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Asi, en la figura 6-17, si AB L al radio OF en P, entonces AB es tangente al circulo O.

P jZ
Fig. 6-17 Fig. 6-18

PRINCIPIO 3:  una linea pasa por el centro de un circulo, si es perpendicular a una tangente en su punto de contacto

con el circulo. 5 S e —
Asi, en la figura 6-18, si AB es tangente al circulo O en P, y CP L AB en P, entonces la extension de CF pasara

por el centre O.

PriNCIPIO 41 [as tangentes a un circulo dibujadas desde una punto exterior son congruentes.
Asi, si AP y AQ son langentes al circulo O en Py Q (Fig. 6-19), entonces AP = AQ.

A

Fig. 6-19

PrinciPio 5: el segmento dibujado desde el centro de un circulo hasta un punto exterior, bisecta al dngulo enire las|
tangentes desde ese punto al circulo.
Asi, en la figura 6-19, OA bisecta |_PAQ si AP y AQ son tangentes al circulo O.

6.2B  Dos Circulos en posiciones relativas diferentes

La linea de centros de dos circulos es la linea que une sus centros. Asi, en la figura 6-20, OO0’ es la linea de cent
de los circulos Oy O

Fig. 6-20 :
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Circulos externamente tangentes

=0 la figura 6-21, los circulos O y O son externamenie tangentes enP.ABes la tangente interna comun a ambos circu-
La linea de certros OO pasa por P, es perpendicular a AB y es igual en Iongitud a la suma de los radios, A +
Tambign, AB bisecta a cada una de las tangentes externas comunes cD y EF.

culos intfernamente tangentes

" & - v s it - , #
la figura 6-22, los circulos O y O’ son internamente tangentes en P. AB es la tangente exierna comun a ambos circu-

= Si se extiende la linea de centros OO’ pasa por P, es perpendicular a AB y es igual en longitud a |a diferencia de
: radios R — r.

culos superpuestos

la figura 6-23, los circulos O y O’ se superponen. Su cuerda comun es AB. Si los circulos son desiguales, sud
entes exiernas comunss (iguales) Ch y EF se cortan en P. La linea de centros 00" es el bisector perpendicular
: AB y si se extiende también pasa por P.

Fig. 6-23
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Circulos completamente afuera de si mismos

En la figura 6-24, los circulos O y O’ estan completamente afuera uno del otro. Las tangentes internas comunes, AB
y CD se cortan en P. Si los circulos son desiguales, sus tangentes externas comunes, EF y GH, cuando se extienden
| se cortan en P'. La linea de centros OQ' pasa por Py P. También, AB = CD y EF = GH.

g Fig. 6-24

PROBLEMAS RESUELTOS

6.5 TRIANGULOS Y CUADRILATEROS CON LADOS TANGENTES
En la figura 6-25, los puntos P, Q, y A, son puntos de tangencia.

Fig. 6-25

(@) SiAP = OP, 4qué tipo de triangulo es OPA? N PR TSRS S
(b) SiAP = PQ, ;qué tipo de tridngulo es APQ? &)

(¢) SiAP = OP, jqué tipo de cuadrilatero es OPAQ? 60" B

(d) Si0Q L PR, ;qué tipo de cuadrilatero es PABR? pelin™t
Soluciones

(a) AP estangente al circulo en P; entonces por el principio 1, L_OPA es un angulo recto. También AP = OF}
Por lo tanto, AOAP es un triangulo isosceles recto.

() APy AQ son tangentes desde un punto al circulo; por lo tanto, del principio 4, AP = AQ. También AR
= PQ. Entonces, 4APQ es un triangulo equilatero.
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(¢)  Por el principio 4, AP = ‘AQ. También OP y OQ son radios &. En adicion, AP = OP. Por el principio 1,
L APO es recto. Entonces, AP = AQ = OP = 0Q; por lo tanto OPAQ es un rombe con un angulo recto
0 un cuadrado.

(d)  Por el principio 1, AP 1. PRy BR | PR. Entonces, AP || BE dado que ambos son L a PR. Por el principio

1, AB L OQ; también PR L OO (Dado). Entonces, AB || PR dado que ambos son L a 00. Por lo tanto,

PABR es un paralelogramo con un angulo recto o un rectangulo.
B

ApLicaciOn DEL PRINCIPIO 1
(@  Enla figura 6-26(a), AP es una tangente, Determine /A si LmLA:mLO = 23.
(b)  Enla figura 6-26(b), AP y AQ son tangentes. Determine mi 1 siml_0O = 140°.

(¢)  Enlafigura 6-26(c), DP y CQ son tangentes. Determine m/_2 ¥ mL_3 si [_OPD esta trisectado y PQ es un
diametro.

el

(a)

Fig. 6-26

Soluciones

(a) For el principio 1, m{_P = 90°. Entonces mLA+mlLO=290"Sim A= 2xymlL_QO = 3x, entonces
5x = 90y x = 18. Por lo tanto, m/_A — 38°

(B) Por el principio 1, m{_P = mi_Q = 90°. Dado quemL P +mlLQ+mlA+ml O =2360°mlA +
mi_O = 180°. Dado que m/_O = 140°, ml_A = 40°. Por el principio 5, m{_1 = % ml_A = 20°.

(c) Por el principio 1, m{_DPQ = m/_PQC = 9p°. Dado que la m{_1 = 30°, m[_2 = 60°. Dado que [ 3
és un angulo externo del APQB, m/_ 3 = 90° + 60° — 150°

APLICACION DEL PRINCIPIO 4
(@) Enlafigura 6-27(a) AP, BQ y AB son tangentes. Determine fa
(b)  En la figura 6-27(b), AABC es circunscrito. Determine x.

(c) En la figura 6-27(c), el cuadrilatero ABCD es circunscrito. Encuentre x.

c
S
_ RN
f R— ——] -1;.15___’;:1
(a) (5)

Fig. 6-27
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Soluciones

(a) Por el principio 4, AR = 6, RB = y. Entonces, RB = AB— AR = 14—~ 6 = 8. Por lo tanto, y = RB = &

b) Por el principio 4, PC = 8, QB = 4, y AP = AQ. Entonces, AQ = AB — QB = 11. Por lo tanto, x = AP
+ PC =11 + 8 = 19.
(c) Por el principio 4, AS = 10, CR = 5,y RD = SD. Entonces, RD = CD — CR = 8. Por lo tanto, x = AS

+ 8D =10 + 8 = 18

6.8 DETERMINACION DE LA LiNnEA DE CENTROS

" Dos circulos tienen radios 9 y 4 respectivamente. Calculese la longitud de su linea de centros () si los circulos son
externamente tangentes, (b) si son internamente tangentes, (¢) si los circulos son concéntricos, (d) si los circi-
los estan separados en 5 unidades de longitud. (Fig. 6-28.)

@ © (e

Fig. 6-28

Soluciones
Sean A el radio del circulo mas grande, r el radio del circulo mas pequeno.

(@) DadogueR =9,r=400 =R +r=9+4=13

(p) Dadoque R =9r=400=R—-r=9-4=25

1]

(c) Dado gue ambos circulos tienen el mismo centro, su linea de centro tiene longitud cero,

(d) DadoqueR =9,r=4d=500=R+d+r=9+5+4-=

6.9 DEMOSTRACION DE UN PROBLEMA SOBRE TANGENTES FORMULADO EN PALABRAS

Demuéstrese: las tangentes a un circulo desde
un punto externo son congruentes
(Principio 4).
Dado: circulo O
AP es una tangente en F.
AQ es una tangente en Q.
Demuéstrese: E E_A_O
Plan: dibuiese OP. OQ v OA y demuéstrese que

AACP 2 AACQ.
DEMOSTRACION:
Proposiciones Argumentos
1. Dibljense OP,0Q y OA y OA 1. Una recta pasa por dos puntos cualesguiera.
2. OP=0Q 2. Los radios de un circulo son congruentes.
3. I Pyl Q@ son angulos rectos. 3. Una tangente es | al radio dibujado hasta el punto de contacto.
4. OA=0A 4. Propiedad reflexiva.
5, &_AOP;MOQ 5. hip.c. = hip.c.
6. AP = AQ 6. Las partes correspondientes de A congruentes son congruentes.
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6.3 MEDICION DE ANGULOS Y ARCOS EN UN CiRCULO

Un angulo central tiene el mismo nimero de grados gue el arco que lo intercepta. Asi, como se muestra en la figura
5-29, un angulo central, si es recto, intercepta a un arco de 90°; un angule central de 40° intercepta a un arco de 40°;
y un angulo central, si es derecho, inlercepta un semicirculo de 180°.

180°

Fig. 6-29

Dado gue las medidas numéricas en grados del angulo central y de su arco interceptado son las mismas, es posible
reformular el principio anterior como sigue: un angulo central se mide por su arco interceptado. El simbele = se utiliza-
ra para denotar "'estd medido por”. {No se dice que un angulo central es igual a su arco interceptado. Un angulo no
Duede ser igual a un arco.)

Un dngulo inscrito es un anguld cuyo vértice esta sobre el circulo y cuyos lados son cuerdas. Un dngulo inscrito
en un arco tiene su vertice sobre el arco y sus lados pasan a traves de los extremos del arce. Asi, en la figura 6-30,
=1/ A esun angulo inscrito cuyos lados son las cuerdas AB vy AC. Nétese que el [ _A intercepta al BC y que esta inscrito
en el BAC.

Fig. 6-30

3A Principios sobre medidas de angulos

ncirieo 1:  un dngulo central se mide por su arco interceptado.

INCIPIO 2 un dngulo inscrito se mide por la mitad de su arco interceptadc.
Una demostracion de este principio esta en el capitulo 16.

iNciPio 3:  en el mismo circulo o en circulos congruentes, los angulos inscritos congruentes, tienen arcos intercepta-
0s también congruentes.

Asi, en la figura 6-31, si /_1 = [ 2 entonces B'E' = 5,"::

INCIRIO 4: en el mismo circulo o en circulos congruentes, angulos inscritos gue tengan arcos interceptados con-
uentes son congruentes. (Este es el converso del principio 3.)

Asi, en la figura 6-31, si é-a‘ 2 Dﬂ.‘:’ entonces [ 1=/ 2
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Fig. 6-31

PRINCIPIO 5:  los angulos inscritos en el mismo arco o en arcos congruentes son congruentes.
Asi. en la figura 6-32, si [_C y LD estan inscritos en el ABC entonces [ C=/[ D.

(D

Fig. 6-32

PrINCIPIO B:  un dngulo inscrito en un semicirculo es un angulo recto.

—

Asi, en la figura 6-33, dado que el | _C esta inscrito en el semicirculo ACD, entonces ml & = 90",

Fig. 6-33

PriNGiPIO 7 los dngulos opuestos de un cuadrildtero inserito son suplementarios.
De este mado, en la figura 6-34, si ABCD es un cuadrilatero inscrito, L_A es el suplemento del Tk T

N
&y
(o)
bug)

Fig. 6-34
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PriNcIPIO 8:  las lineas paralelas interceptan a arcos congruentes en un circulo.
Asi, en la figura 6-35, si AB || CD, entonces AC = BD. Si la tangente FG es paralela a CD, entonces PC = £D,

Fig. 6-35

PainciPio 9 wn angulo formado por una tangente y una cuerda esta medido por la mitad de su arco interceptado.

PRINCIPIO 10:  un dngulo formado por dos cuerdas que se interceptan, estd medido por la mitad de la suma de sus
SC0s interceptados.

Paincipio 11:  &f dngulo formado por dos secantes que se interceptan afuera del circulo, esta medido por la mitad de
‘2 diferencia de los arcos interceptados.

?nmc;m_o 12: el angulo formado por una tangente y una secante que se interceptan afuera del circulo, estd medido
oor la mitad de la diferencia de los arcos interceptados.

SRINCIPIO 13: el angulo formado por dos tangentes que se interceptan afuera del circulo, esta medido poria mitad de
‘2 diferencia de los arcos interceptados

Las demostraciones de los principios 10 al 13 estan en el capitulo 16.

/]
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6.38 Tabla de los principios sobre medicién de angulos ~4
Posicion del vertice Tipo de angulo ' Diagrama | Formula de la medida | Método de mgdida
Centro A —
del Apgmzicﬁ;%ﬂl o | mf:g ;_“ :'OB Arco interceptado
circulo P P B
| B
B |
Angulo inscrito A e
(principio 2)
C
Sobre K 1/2.‘5??: Mitad
el A = Vi del arco
circulo Angulo formado interceptado :
por una cuerda !
y una tangente
(principio 9) #
Angulo formado 5 H = :f Mitad de
Dentro por dos cuerdas i o (AC + BD) la suma
'dEJ'[ gue se intersectan c B mL1 =% de los arcos
circulo (principio 10) (a® + b®) interceptados
LA =W
Angulo formado (BC - DE)
por dos secantes mlLA = 1A
(principio 10) (@° — b°)
Angulo formado LA = ' Vit
Coresn i e de la
Fuera por una secante {BC — BD) difetorsi
del y una tangente mL_A = 2 s [
ircul ringipi % =
circulo {principio 12) (a b®) -
| interceptados
LA 255
, BDC - BC
Angulo formado ( ¥ )
m_A =
por dos tangentes (a® — b°)
rincipio 13
priepl También,
| ml_A = (180 — b)°
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- Nota:  para encontrar el angulo formado por una secante y una cuerda que se intersectan sobre el circulo, prime-
| 1o encuenirese la medida del angulo inscrito adjunto y en seguida résteselo a 180°. Asi, si la secante A8 corta-a la

.10

A1

Caleule x y y en cada inciso de la figura 6-38. b

cuerda,CD en C, sobre el circulo de la figura 6-36, para encontrar mi_y, primero determinese la medida del [_x inscrito.
Entonces, mL_y = 180 — mlL_x.

ROBLEMAS RESUELTOS

APLICACION DE LOS PrRINCIPIOS 1 ¥ 2
(a)  En la figura 6-37(a), si m/ y = 46°, calcule mi_x.

(6)  En la figura 8-37(b), si m{_y = 112°, caicule m/ x.

I

(¢) En la figura 6-37(c), si mL_x = 75°, calcule my.

(a)
Soluciones
@y -~ Iwes BC, entonces BC = 46°. Por lo tanto, / x = %80 = 12(46°) = 23°, esto es m/_x = 23°,
By =ll= A’E, esto es mAB = 112°.

mBC = m (ABC — BC) = 180° — 112° = 68", Entonces, | x - 60
= 340

2(68)° = 34°. Esto esm/ x

(€ Lx = %ADC, asi, mADC = 150°. Entonces, mj = m{AF?? - AD) =T150° — 60°) = 90°:

/

APLICACION DE LOS PRINCIPIOS 3 A 8 S

B ¥

\
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he 1{ ~
1’\ lL’; ol
/ i, 2N
o L) B -

Fig. 6-38

Soluciones

(a) Dado que ml_1 = ml_2, mR = mAB = 50°. Dado que AD = CD, mi_y = mL_ABD = 65°.

(by El/{_ABDy [ x estan inscritos en AEEJ; por lo tanto mi_x = mL_ABD = 40°.
ABCD es un cuadrilatero inscrito; por lo tantomi_y = 180° —m/_B = 95°.

(¢) Dado que [ x esta inscrito en un semicirculo, la mL_x = 90°. Como AC |l DE, my = mCE = 70°.

6.12  APLICACION DEL PRINCIPIO 9
En cada inciso de la figura 6-39, CD es una tangente en P.

(a) Sim§ = 220° en el inciso (a), calctlese ml_x.
(b) Simy = 140° en el inciso (b), calculese mL _x.

() Siml_y = 75° en el inciso (c), calcilese mL x.

Soluciones

(@ Lz = %y =1(220° = 110°. Por lo tanto m/_x = 180° - 110° = 70°.

(b) Dado que AB = AP, mAB = my = 140°. Entonces, mZ = 360° — 140° — 140° = 80°.
Dado que [_x = 12 = 40°, m{_x = 40°.
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(e ey = T/QA?, por lo tanio mAP = 150°. Entonces mZ = 360° — 100° — 150° = 110°.
Dado que { x = V%27 = 55% mi j:= 55°

6.13  APLICACION DEL PrinciPiO 10
(a) Simlx = 95° en la figura 6-40 (a), calculese my.

(b) Simy

80° en la figura 6-40 (b), calcllese m/{_x.

() Si mxX = 78° en la figura 6-40 (c), calculese mil_y.

A 4 y

0° i el

(a)

Soluciones
@ Lx= 1;’2(Adfi‘ + 1) asi 95° = (70° + my), por lo tanto, my = 120°.
B [z %Bi + A'E!) = %2(80°% + 120°%) = 100°. Entonces, m/_x = 180° —m._z = 80".

(¢) BC Il AD, ya que mCD = mX = 78°. También, [z = (% + CD) = 78°.
Entonces, mL_y = 180° — m[_z = 102°.

6.14 APLICACION DE LOS PRINCIPIOS 11 A 13

(@) En lafigura 8-41(a), si m{_x

40°, calculese my.

(b)  Enla figura 8-41(b), si mL_x

+

67°, calctlese my.

(¢) En la figura 8-41(¢), si m/_x = 61°, calculese my.

a2

200°%
i
(@

123

| S
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Soluciones
(@) x = 12(BC - 7), entonces 40° = 12(200° — my) o my = 120°

-~
(b) L.x = »(BC - BE), entonces 67° = 14(200° — mBE)o mBE = 66°
Entonces my = 360° — 200° — 66° = 94°,

P ~ ~— =
() Lx 2 Ww(BFC — ), ymBFC = 360° — my. Entonces: 61¢ = 2[(360° + — my) — my)] = 180° — my.
Asi, my = 119°.

ﬂ
6.15 7/ CALcuLO DE ARCOS POR MEDIO DE UN SISTEMA DE EGUACIONES CON DoS INCOGNITAS
En cada inciso de la figura 6-42, calcule x, y utilizando un sistema de dos ecuaciones y dos incognitas.

Fig. 6-42

Soluciones

(@ Por el principio 10, 70° = %(mX + m¥)
Por el principio 11, 25° = Y2(mx — my)
La suma de las ecuaciones deviene en mx = 95°. La diferencia de las mismas resulta en my = 45°.

(b) Dado que m¥X + my = 360°, Y2(mX + my) = 180°.
Por el principio 13, Vo(miX — my) = 62°. -
N La adicién de las ecuaciones deviene en mx = 242°. La diferencia de las mismas resulta en my = 118°.
\
6.16 MEenicion DE ANGULOS Y ARCOS EN GENERAL
En cada inciso de la figura 6-43, determine X, y.

Fig. 6-43
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Soluciones
; ~ —
{a) Por el principio 2, 50° = 2mPA o mPQ = 100°, También, por el principio 9, 70° = vzmé;} 0 mé}’ =
140°. o ——
Entonces, mPR = 360° — me mQR = 120°.
Por el principio 8, x = Y2mPR_=< 60°. _
Por el principio 13, y = %(mMPRQ — mPQ) = 1%(260° — 100°) = 80°.

(6)  Por el principio 1, mAB = 80°. También, por el principio 8, mBC = mPA = 85°. Entonces mPC = 360°

—mﬁ?ﬂ.—m@—mé—& = 109_‘".
Por el principio 9, x = vszg_\: 55".__\
Por el principio 12, y = Y2(mPCB — mPA) = 12(195° - 85%) = 55°.

6.17 SOLUCION DE UN PROBLEMA DE MEDICION DE ANGULOS

P
Dado: 8D = CE A
Demuéstrese: AB = AC

; . £ g D
Plan: Demuéstrese primero que CD = BE,
Se utiliza esto para demostrar que [ B =/ C.
B c

DEMOSTRACION:

Proposiciones Argumentos
1. BD = CE 1. Dado.
LY i ¥

5 DE = DE 2. Propiedad reflexiva.

Ll ~ ¥
3. BE = CD 3. Si iguales se suman a iguales su suma es igual.
Ao Bl G 4. En un circulo, los angulos que tengan arcos interceptados iguales son congruentes.
5. AB = AC 5. En un triangulo, los lados opuestos a angulos congruentes son iguales en longitud.

6.18 SOLUCION DE UN PROBLEMA SOBRE MEDIDAS DE ANGULOS FORMULADO EN PALABRAS
Demuestre que las cuerdas paralelas dibujadas en los extremos de un diametro, son iguales en longitud.

Soluciones

Dado: c¢irculo O ¢
AB es un didmetro. n
AC || BD A B

Demuéstrese: AC = BD v

Plan: Demueéstrese AC = é_ﬁ /

D
DEMOSTRACION: .
Proposiciones Argumentos
1. AB es un diametro. 1. Dado.
. o L owl .
2. ACB = ADB 2. Diametro corta a un circulo en dos semicirculos iguales.
3. AC || BD 3. Dado.
4. AD = BQ 4. Sobre un circulo, las lineas paralelas interceptan arcos congruentes.
5. AC = BD 5. 8i iguales se restan a iguales, su diferencia es igual. Definicion de arcos
congruentes.
8. AC = BD 6. En un circulo, los arcos iguales tienen cuerdas de igual longitud.
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Problemas complementarios

1. Efectue las demostraciones requeridas en la figura 6-44.

(80 Dado: AB = DE (6) Dado: circulo O,
AC = DF AB = BC
Demuéstrese: Diametro BD
L B=) E Demuésirese:

BD bisecta [ AOC

Fig. 6-44

2. Efectle las demostraciones requeridas en la figura 6-45.

(@) Dado: AB = AC (e) Dado: circulo O,
Demuéstrese: AB = AD
ABC = ACB AC diametro
— g Demuéstrese:
(b) Dade: ABC = ACB BC = cD
Demuéstrese:
AB = AC (d) Dado: cireulo O
AB = AD,
BC = CD
Demuéstrese:

AC es un diametro

Fig. 6-45

X

3. Demuestre cada una de las siguientes proposiciones:

(@)  Siun radio bisecta una cuerda, entonces bisecta sus arcos.

(6.3)
(¢) Dado: circulo O
S a1
AB = CD
Demuéstrese:
[ AOC = [ BOD
A
‘ B
c
D
(63)
(¢) Dado: AD = BC
Demuéstrese:
AC = BD
(f) Dado: AC = BD
Demuéstrese:
AD = BC
(6.4)

(b)  Si un diametro bisecta al arco mayor de una cuerda, entonces es perpendicular a la cuerda.

(¢)  Siun didmetro es perpendicular a una cuerda, entonces bisecta a la cuerda Y a sus arcos.
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Demuestrese cada uno de los siguientes puntos: (6.4)

(@)  Unradio que pasa por el punto de interseccion de dos cuerdas congruentes, bisecta al angulo formado por
elias,

(b)  Sidos cuerdas dibujadas desde los extremos de un didmetro hacen angulos congruentes con el diametro
entonces, son cuerdas congruentes.

(¢)  En un circulo, las cuerdas congruentes son equidistantes del centro del circulo.

(d)  En un circulo, las cuerdas que son equidistantes del centro son congruentes.

Resuelva lo siguiente suponiendo que t, ' y ', en la figura 6-46, sean tangentes. (6.5)

¢
(h)

Fig. 6-46

(@ Enlafigura 6-46(a), si mL A = 90°, ;qué tipo de cuadriltero es PAQO? [\, . A\
(b)  En la figura 6-46(b), si BR = RC , jqué tipo de tridngulo es ABC?
(¢) En la figura 6-46(c), si PQ es un diametro, ;qué tipo de cuadrilatero es PABQ?

(d) En la figura 6-46(c), ;qué tipo de triangulo es AOB?

En un circulo O, los radios OA y OB se dibujan hasta los puntos de tangencia de PA y PB. Calcule m/_AOB si

la mL_APB es igual a: (a) 40°; (b) 120°; (c) 90°; (d) x°; (&) (180 — x)°; (f) (90 — X} {(6.8)
Resuelva cada uno de los problemas siguientes (ty t' son tangentes en la figura 6-47). (6.8)
— ';.: P P t "
i
1
i
B 3) A 0
tr
Q 2
I
(@) (b)

Fig. 6-47
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En la figura 6-47{a):

(a) Calcule m[_PAQ si m{_POQ = 80°.

(b) Calcule m_1 y mL_PAQ si m[_PBO = 25°.

7l

(¢) Caleule m{_1y mL_PBO si m__PAQ
En la figura 6-47(b):
(@) Calcule m[_2 si PB bisecta al [_APQ.
(e} Calcule m{_2 simi_1 = 358°,
(f) Calcule m{_1 siPQ = OB.

8. En la figura 6-48(a), AABC es un triangulo circunscrito. (a) Calcule x siy = 9. (b) Calcule y six =25 (67

En la figura 6-48(b), ABCD es un cuadrilatero circunscritd. (¢) Calcule AB + CD. (d) Calcule el perimetro de ABCD.
En la figura 6-48(c), ABCD es un cuadrilatero circunscrito. (g) Calcule x si r = 10. (f) Caleule r si x = 25.

@ (b)

Fig. 6-48
9. S dos circulos tienen radios de 20 y 13 respectivamente, calcule su linea de centros si: (6.88

(a) Los circulos son concéntricos.
(b) Los circulos se encuentran separados por 7 unidades.
(c} Los circulos son externamente tangentes.
(d) Los circulos son internamente tangentes.

10. Si la linea de centros de dos circulos mide 30 unidades, ;cual es la relacion entre ambos circulos si: (6.88
(a) Sus radios miden 25 y 5 unidades.

(b) Sus radios miden 35 y 5 unidades.

(c) Sus radios miden 20 y 5 unidades.

(d) Sus radios miden 25 y 10 unidades.
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+Cual es la relacion entre dos circulos si su linea de centros es: (a) 0; (b) igual a la diferencia de sus radios:
(c) igual a la suma de sus radios; (d) mayor que la suma de sus radios; (¢) menor que la diferencia de sus radios
y mayor que 0; (f) mayor que la diferencia de sus radios pero menor que su suma?

Demuestre cada uno de los siguientes enunciados. (6.9)

(@)

(b)

(c)
(a@)

La linea del centro de un circulo a un punto externo bisecta al angulo formado por las tangentes al ¢irculo
desde ese punto.

Si dos circulos son externamente tangentes entonces su tangente interna comun bisecta a una tangente
externa comun.

Si dos circulos son ajenos entre si entonces sus tangentes internas comunes son congruentes.

En un cuadrilatero circunserito, la suma de las longitudes de los dos lados opuestos es igual a la suma de
las longitudes de los otros dos.

Calcule el numero de grados de un angulo central si intercepta un arco de: (a) 40°: (b) 90°: () 170°; (d) 180°;
(€) 2x®. (f) (180 — x)°; (g) (2x — 2y)°. (6.10)

Determine el numero de grados de un angulo inscrito si intercepta a un arco de (a) 40°; (b) 90°; (c) 170°;
(d) 180°; (e) 260°; (f) 348°; (g) 2x°; (h) (180 — x)°; (i) (2x — 2y)°. (6.10)

Calcule el numero de grados del arco interceptado por: (6.10)

Un angulo central de 85°.

Un angulo inscrito de 85°.

Un angulo central de c®.

Un angulo inscrito de 7°.

El angulo central de un triangulo formado por dos radios v una cuerda igual a un radio.

El angulo mas pequeno de un triangulo inscrite cuyos angulos interceptan arcos que estan en proporeion
de 1:2:3.

Encuentre el nimero de grados de cada uno de los arcos interceptados por dngulos de un triangulo inscrito, si

las medidas de estos angulos estan en proporcion de: (a) 1:2:3; (b) 2:3:4; (¢) 5:6:7;.(d) 1:4:5. (6.10)

(@) Calcule la m{_x si en la figura 6-49(a) la my = 140°. (610)
&

(b)  Calcule my'si en la figura 6-49(a) la mL_x = 165°. 3

()
(d)
(e)
(f)

Calcule la m!_x si en la figura 6-49(b) la m{_y = 115°.

Calcule la m/_y si en la figura 6-49(b) la m{ x = 108°. ts

Calcule m/_x si en la figura 6-49(c) la my = 105°.

Calcule la my’si en la figura 6-49(c) la mL_x = 96°.



130

18.

19.
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B ——C
\ {5 Y
B
2 {{ .
(&) (¢} 3
A
Fig. 6-49 -
£En la figura 6-50, ABCD es un cuadrilatero inscrito en el circulo, determine: (6.11)
(@ mi_Asiml C = 45°,
ib) ml_BsimlD = 90°
) mlLCsiml_A = x°.
(d) mi_Dsimi B = (90 - x)°.
Fe
(e) ml_AsimBAD = 160°.
—
(f) ml_Bsi mABC = 200°.
~ Py
(g ml CsimBC = 140° y mCD = 110°.
(h) mlLDsimlDmlB = 23.
Fig. 6-50
Si BC y AD son los lados paralelos del trapezoide inscrito ABCD, calcule en la figura 6-51: (6.11)
— —
(@ MAB simCD = 85°.
(b) mCD si mAB = ye.
- ~— )
(c) mABsimBC = 60° y mAD = 80°.
{d) mCD si mAD + mBC = 170°.
e} miAsimi D = 72°
(f) ml_Asiml C = 130°.
g9 mLBsiml C = 145°.

)

3 -
m/_B si mAD = 90° y mAB = 84°.
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Fig. 6-51
Un diametro es paralelo a una cuerda. Calcule el numero de grados en el arco formado por el diametro y la cuerda
si la cuerda intercepta (a) un arco menor de 80°; (b) un arco mayor de 300°. (6.11)
Calcule x y y en cada inciso de la figura 6-52. (6.11)

C
A B - B £=35
659, x ) ;
G
C s 7 D A ¥ D ’OO I
0
E F
Yy :
b @ .
Fig.6-52

Calcule el nimero de grados del angulo formado por una tangente y una cuerda dibujada hasta al punto de tan-
gencia, si el arco interceptado tiene una medida de (g) 38%; (b) 80°; (c) 138°; (d) 180°7; (e) 250°; (f) 334°; (g) x°;
(h) (360 — x)°; (i) (2x + 2y)°. (6.12)

Calcule el numero de grados del arco interceptado por un angulo formado por una tangente y una cuerda dibujada
hasta el punto de tangencia, si el angulo mide (a) 55°; (b) 67%2°; (¢) 90°; (d) 135°; (e) (90 — x)°; (f) (180 — x)°;
(g) (x — ¥)°; (h) 3laxC. (6.12)

Calcule el numero de grados de un angulo agudo formado por una tangente que pasa por un vértice, y el lado
adjunto de un (&) cuadrado inscrito; (b) un tridangulo equilatero inscrito; (¢) un hexageno regular inscrito; (d) un
decagono regular inscrito. {6.12)

Calcule x y y para cada incise-de la figura 6-53 (t y 1’ son tangentes). (6.12)

A g izas ¢
7
B ;’ S Q
4 #
B D :
) s 509 = 0%
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[ex

Si AC y BD son cuerdas que se intersectan dentro de un circulo, como se muestra en la figura 6-54.

Calcule:

@) mixsimAB = 90° y mED = 60°.

(6) mixsi mAB y mED son iguales a 75°,
() mi_xsi mAB + mCD = 230°.

(d) mi_2xsi mBC + mAD = 160°.

(e) mAB + m€D si mi_x = 70°,

(F) mga‘ + mAD si mi_x = 65°,

(@ mBCsimi x = 60° y mAD

160°.

Il
fie]
o
%)

(h) mBCsimly = 72° y mAD

Fig, 6-54

Si AC vy BD son diagonales del cuadrilatero inscrito ABCD de la figura 6-55, calculs:
(@ ml1sima=95°ymc = 75°.

(b) ml_1simb = 88°ym& = 66°,

() mi_1simbymd son ambas iguales a 100°.

(@) miAsimEmbmEmd = 1:2:3:4.

() mL2simb + md=ma + mt.

(f) mi2siBCI ADy m& = 70°.

(@ miL2 siAD es un didmetro y mb = 80°.

(h) mlL_2si ABCD es un rectangule y m8 = 70°,

Fig. 6-55

(6.13)

(6.13)
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28. Calcule x y y para cada inciso de la figura 6-56. (6.13)

B
X
4 G
Fig. 6-56
Si AB y AC son secantes que se intersectan como en la figura 6-57, determine: (6.14)
(8 mi_Asimc = 100"y m3 = 40°.
(b) mL_Asime—ma = 74°.
(e) mi_Asimc = ma + 40°.
(d) mLASsimEmb:mema = 1:4:3:2.
(e) masimé=160°ymi_A = 20°.
(f) mcsim& = 60°ymLA = 35°,
(@) me'— masimi_ A = 47°.
(h) masimé=3aymLA = 25°
Fig. 6-57
Si la tangente AP y la secante AB se intersectan como se muestra en la figura 6-58, caloule: (6.14)
(8 mLAsimt=150°y m3 = 60°.
(b) mL_A sim@ = 200°y mb = 110°,

(¢} mLAsimb = 120°y ma = 70°.
{d) miAsime—ma = 73°.

(&) mLA si m@mbime = 1:4:7.
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31.

(f)
(g)
(h)
(7)

Si AP y AQ son tangentes que se intersectan como se muestra en la figura 6-59, determine:

@)
(b)

.
ma si mc =

me'si ma

mﬁ si me

ma si mb

miL_A si mb
mi_A si ma
ml_A si ma
mi_A si ma
mL_A si mb

ma si mb =

mL_A simb — ma = 84°

mi_A simb = 5ma — 60°.

ma si mi_A

ma si mi_A

220° y mLA = 40°.
55y mLA = 30°.
3may mLA = 25°,

100° y mi_A = 50°.

200°
950

XO

(90 = x)°

3ma

ma + 50°

359

y'n

GEOMETRIA PLANA

Fig. 6-58

Fig. 6-59

(6.14)
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(m) mbsiml_A = 60° (n) mbsimlA = x° (0) mb si AP L AD
32. Calcule x y y en cada inciso de la figura 6-60 (t y t' son tangentes) (B6.14)
B & : A
'
D
x
40°
5
(&)
Fig. 6-60
'33.  Sj AB y AC son secantes que se Intersectan como se muestra en la figura 6-61, calcule: (6.15)

(8 mxsiml1=80°ymLA = 40°
(b) mxsiml1 + mLA = 150°.

() mxsil 1yl A son suplementarios.

(@ mysim_1=295ymlLA = 45°,
€ mysiml1=mlA =221

()  mysimX + my =190° y mL_A = 50°.

Calcule x y y en cada inciso de la figura 6-62 (t y t' son tangentes). i (6.15)
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35. Si ABC es un triangulo inscrito como se muestra en la figura 6-63, encuentre: (6.18)
(@ mLASsim2=110°ymc = 200°.
() mi AsiAB L BCyma = 102°.
() mLA siAC es un didmetroy si ma = 80°.
@) mLA si mEmbme = 3:1:2
(¢) ml_A en AC es un diametro y si ma:mb = 5:4
(f) mLB si mABC = 208°
(g mLBsima+ mb=3m¢c
(h) ml_Bsimd=75°ymé = 2mb
() mi_CsiABLBCysima = 5mb

() me si mL_A: mB:ml_C = 5:4:3

Ill

h_.

Fig. 6-63

36. Sien la figura 6-64, ABCP es un cuadrilatero inscrito, PD es una tangente y AF una secante.
Encuentre: (6.18)

(@)
®)
()

(d)

mi_1sima = 94°y mc = 54°,
mi_2 si AP es un diametro.

o T
mi_3 si mCPA = 250°.
ml_3sim{_ABC = 120°.

i SN ~
mi_4 si mBCP = 130° y mb = 50°,
mi_4 si BC || APy ma = 74°.
ma si BC || APy mL_6 = 42°,
mia si AC es un diametro y m{_5 = 35°.

N e 1

mb si AC || BPy ml_2 = 57°,

m¢ si AC y BP son didmetros y m[_5 = 41°,
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(k)  mdsim/_1=95°ymb = 95°

() ml_CPA siml 3 = 78°,

37. Determine x y ¥ eh cada inciso de la figura 6-685 (t y ' son tangentes). (6.16)

; E
P B
D u
G
A &
F

(b) PBCA es un
cuadrado inscrito

Fig. 6-65

"38."" Calcular x y y en cada inciso de la figura 6-66. : (6.18)

B
x
u
A
\ j y
B
(b)

Fig. 6-66

4
(a)

39. Efectue la demostracion requerida en la figura 6-67. (6.17)
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40.

41.

s

(@

Dado: AC bisecta [ A
Demuéstrese:
BC=CD
Dado: BC = CD
Demuéstrese:
AC bisecta [_A
D
@
B

GEOMETRIA PLANA

(¢) Dado: ZlE Il CD (e)
AB es una tangente
Demuéstrese:
PC = PD
(f)
(d) Dado: PRC = PD
AB es una tangente
Demuéstrese:
AB || CD
B
P C
A
D
Fig. 6-67

6
Dado: mfa = mﬁB
Demuéstrese:
CE = ED
Dado: CE = EB
Dg‘m\uésftfsse:
AC = BD

D
A
B
C

En cada inciso de la figura 6-68, demuéstrese que los triangulos indicados son mutuamente equiangulares; esto
es, demuéstrese que los tres angulos de un triangulo tienen igual medida que los angulos correspondientes del
otro.

(a) AAEC y ADEB

A

(b) AAPC y AAPB (AP es una tangente)

Fig. 6-68

Demostrar cada una de las siguientes proposiciones:

(@)
®)

Los angulos de la base de un trapezoide inscrito son congruentes.

Un paralelogramo inscrito en un circulo es un rectangulo.

En un circulo, las cuerdas paralelas interceptan arcos iguales.

(6.17)

A
E
%C
B
(c) AABE y AACD

(6:18)

Las diagonales dibujadas desde un vértice de un pentagono regular inscrito trisectan al angulo del vertice

Si una tangente que pasa por un vértice de un tridngulo inscrito es paralela a su lado opuesto entonces

el triangulo es isdsceles.



